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Non Uniform Rational B Spline based Isogeometric Finite Element Analysis
of Thin Beams and Plates
ZHANG Han jie , WANG Don g don g , XUAN Ju n chang
(Department of Civil Engineer ing, Xiamen University, Xiamen 361005, China)
Abstract: Unlike the traditional finite element method, the non uniform rational B spline( NURBS) based
on the isogeometric finite element method provides an effective integration between the computer aided
geometry design and the finite element analysis. This method can effectively reduces the error of geomet
ric discretization and significantly improve the computational accuracy. Moreover in this method it is very
easy and straightforward to construct higher order smooth NURBS approximation. the NURBS based iso
geometric analysis was employed for thin beam and plate structures where C
1
approximation was required
for numerical methods to get convergent solutions. The characteristics of NURBS basis functions were
discussed in detail and a penalty method was used to accurately impose the essential boundary conditions of
deflection and rotations. This method does not introduce additional unknowns and is easy for computer im
plementation. Several benchmark examples show that the present method yields highly accurate solution
accuracy for thin beam and plate structures.
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伴随着计算机科学技术的快速发展,计算机辅助几何设计中的非均匀有理 B样条(non uniform rational B
spline, NURBS)为研究对象的几何描述提供了一种有效的工具。Hughes等学者把 NURBS基函数引入到























由于 NURBS基函数是 B样条基函数的线性组合,这里首先讨论 B样条基函数的构造。B样条基函
数通常定义在给定参数区间中的一个节点矢量 k 上
k = { 1= 0, , a , , n + p+ 1= 1}
T
( 1)
式中 i  表示节点矢量中第 i 个节点, i = 1, 2, , n + p+ 1, p 和n 分别表示B 样条基函数的阶数和
个数。方便起见,通常将 B 样条基函数的参数区间定义为  [ 0, 1]。当 B 样条基函数的阶数p 确定后,
一组节点矢量 k 可以且只能定义一组B 样条基函数, 即 k 和B 样条基函数组是一一对应关系
[ 6]
。根据
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当节点矢量 k 中端点的重复度等于p+ 1时,这样的节点矢量称为开放型节点矢量。开放型节点矢
量定义的 B 样条基函数在端点的值等于 1,基函数为在端点上为插值函数。图 1中给出了 p = 2的 4种 B





k = {0, 0. 2, 0. 4, 0. 6, 0. 8, 1} ( 4)
k = {0, 0, 0, 0. 25, 0. 5, 0. 75, 1, 1, 1} ( 5)
k = { 0, 0, 0, 0. 25, 0. 25, 0. 5, 0. 5, 0. 75, 0. 75, 1, 1, 1} ( 6)
k = { 0, 0, 0. 2, 0. 2, 0. 3, 0. 55, 0. 85, 0. 9, 1} ( 7)
在 B样条基函数的基础上,第 i 个节点对应的p 阶 NURBS基函数 R
p
i ( )定义为
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( 8)
式中 i 为第 i 个节点的权重
[ 2, 7]
。
图 1 四种类型 2 阶 B样条基函数: (a)均匀 B样条基函数; (b)准均匀 B样条基函数 ;
(c)分段 B样条基函数; (d)一般非均匀 B样条基函数
Fig. 1 Four type of B spline basis functions with p = 2: (a) uniform B spline basis functions;
(b) quasi uniform B spline basis functions; (c) piecewise B spline basis functions;
(d)general non uniform B spline basis functions.
类似地,采用张量乘积形式二维 NURBS基函数 R
pq
ij ( ,  )可以定义为
R
pq
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j (  ) , i、 j 分别是 向p 阶、 向q 阶的
基函数及相应权重。NURBS描述的二维曲面 S ( ,  )可以表示如下
























ij ( ,  ) = 1 ( 11)
此外,注意到 NURBS基函数的局部性和可微性与 B样条基函数一致。当权重 w i 相等时 NURBS基函数
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等价于 B样条基函数。




( x ) = #
NC
A= 1
R A ( ,  ) dA ( 12)
x( ) = #
NC
A = 1
R A ( ,  ) PA ( 13)
式中 w
h
代表w 的近似值, NC 代表控制点P A 的个数,也是基函数的个数。d A 是和控制点P A 对应
的节点控制变量。这里方便起见忽略了基函数的阶数上标, 同时将控制点的下标重新编号为控制点号


























































































































考虑一薄板所占区域为 B= ∀ ∃ ( - t / 2, t / 2) , ∀  
2
代表薄板中面所占区域, t 为板的厚度, 为方
便表示,将 xy 坐标平面建立在薄板中面,内力和位移的符号规定如图 2所示, 其控制方程如下
 D ! 4w = q in ∀
w = ∀w ; w , n = # on ∃g
-  D ( w , nn + %w , ss ) = ∀M n n on ∃h
-  D ( w , nn n + ( 2- %) w , nss ) =  V n on ∃h
( 16)
图 2 薄板问题的符号约定
Fig. 2 Sign conventions for thin plate




代表强制边界和自然边界, ∀w 和# 为给定边界挠度的转角,
∀M n n和  V n 为给定边界力矩和剪力, 下标 n 和s 分别表示边界外法线方向和切线方向,  D = Et
3
/ [ 12( 1-
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%( w ) = % p ( w ) + ∋2&∃ g ( w - w 0 )
2
d∃ + (
2&∃g ( w , n - #0 )
2
d∃
%p ( w ) = &∀ 12 &TD&- qw d∀ +&∃ h ∀M n nw , n d ∃ -&∃h  V nw d∃
( 19)
式中 ∋和 (为罚参数。对式( 19)的泛函取驻值有
&∀ )&TD&d∀+ ∋&∃r )ww d∃+ (&∃g )w , nw , n d∃
= &∀)wqd ∀- &∃h )w , n ∀M nn d∃+ &∃h )w  V n d∃+ ∋&∃g )w ∀w d∃+ (&∃g )w , n#d∃ ( 20)
采用 Bubnov Galerkin理论,将式(12)的 NURBS近似引入式( 20)有
Kd= f ( 21)
式中
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R = {R 1 R 2 R A R NC } ; R n = {R 1, n R 2, n R A , n R NC, n } ; R , n = R , xn x + R , yn y ( 23)
B = {B 1 B 2 B A B NC } ; B A =
R A , xx




在本节的算例中,每个单元采用 5点高斯积分。网格细化采用 h 细化方式, h 代表所有单元中单元
内两节点之间的最大距离。误差收敛率代表基于解析解的相对误差收敛率, 误差收敛图中∋ L2(、∋ H1(及
∋ H2(分别代表基于挠度 w 的相对误差
Error Hs =
&∀ ( w h - w ) 2+ ( w h, i - w , i ) ( w h, i - w , i ) + ( w h, ij
s indices
- w , ij ) ( w
h
, ij - w , ij ) d∀
1/ 2
&∀ ( ww + w , iw , i + w , ijw , ij ) d∀
1/ 2 ,
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{ i , j }= { 1, 2} = { x , y } ( 25)
式中重复下标表示求和, s = 0, 1, 2分别表示∋ L2(、∋H1(及∋ H2(误差。
3. 1 薄梁弯曲问题
考虑图 3和 4所示的受线性荷载作用的悬臂梁和简支梁,梁的弯曲刚度为 EI = 2 ∃ 106 ,长度 L = 10,
线性荷载最大值为 q 0= - 100。计算中分别采用 p = 3和 p = 4两种基函数以及 2、4、8、16、32 个 NURBS
单元进行计算, 悬臂梁和简支梁的收敛结果分别示于图 3(a)、3( b)和 4( a)、4(b)。可见对于梁问题基于罚
函数的 NURBS有限元法可以达到理论最优收敛率, 即挠度、转角和曲率误差的收敛率分别为( p + 1)、p
和( p - 1)。此外图 3(c)和 4( c)的结果显示 4个单元已经可以非常精确地模拟悬臂梁和简支梁的曲率。
图 3 受线性荷载作用悬臂梁问题: (a) p= 3 收敛率; (b) p = 4收敛率; (c)曲率结果对比
Fig. 3 The problem of cantilever beam under linear loading: (a) convergences rates for p = 3;
(b)convergences rates for p = 4; (c) comparison of numerical and exact curvature solutions
图 4 受线性荷载作用简支梁问题: (a) p= 3 收敛率; (b) p = 4收敛率; (c)曲率结果对比
Fig. 4 The problem of simply supported beam under linear loading: (a) convergences rates for p = 3;
(b)convergences rates for p = 4; (c) comparison of numerical and exact curvature solutions
3. 2 两对边简支两对边固支( S C S C)方形薄板承受均布荷载问题
如图 5所示方板的边长 a = b= 10,厚度 t = 0. 01,承受 q= - 100的均布荷载作用。其边界条件为 x
= 0, a 两边简支, y = ) b / 2两边固支,弯曲刚度  D = 1800,泊松比 %= 0. 3。该问题的解析解为[ 7]













m= 1, 3, 5,
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∋
5
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NURBS 有限元计算中基函数的阶数分别取 p = 3和 p= 4进行分析, 所有控制点的权重都取为 1。图
6给出了误差收敛率计算所用的三种网格。图 7为3和 4阶 NURBS 基函数对应的误差收敛率,采用8 ∃ 8
单元与 p= 4的 x 方向曲率 NURBS数值解和解析解的对比示于图 8。结果验证了基于罚函数的 NURBS
有限元法不仅有非常高的数值精度, 而且可以达到最优收敛率。值得指出的是 NURBS有限元的曲率结
果是连续的,因此整个求解域内的内力计算不需要任何特殊后处理。
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图 5 承受均布荷载的 S C S C方形薄板
Fig. 5 A uniformly loaded rectangular plate with S CS C boundary conditions
图 6 方形薄板问题 NURBS单元剖分图
Fig. 6 NURBS finite element discretizations for rectangular plate
图 7 方形薄板问题误差收敛率: (a) p = 3; (b) p = 4
Fig. 7 Convergences rates for rectangular plate problem: (a) p= 3; (b) p = 4
3. 3 圆形薄板承受均布荷载
考虑周边固支的薄圆板, 半径为 r = 10、厚度 t = 0. 01, 承受 q= - 100均布荷载,其材料常数与前述
方板问题相同。该问题的解析解为
[ 8]
w ( x , y ) =
q









由于该问题是轴对称问题,可以取模型的 1/ 4进行分析,相应的 NURBS有限元网格见图 9, 可见几何精确
NURBS有限元中研究对象的离散形状不依赖于单元的疏密程度。NURBS有限元 2阶及 3阶误差收敛率
结果示于图 10,图 11为采用 8 ∃ 8单元与 p = 3时 x 方向曲率的 NURBS 数值解和解析解的对比。结果
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图 8 方形薄板问题 x 方向曲率对比: (a)准确解; (b) NURBS数值解
Fig. 8 Comparison of the x curvature solutions for rectangular plate problem:
(a) exact solution; (b) NURBS solution
再一次表明NURBS有限元可以达到最佳收敛率而且非常精确。
图 9 圆形薄板问题单元剖分图
Fig. 9 NURBS finite element discretizations for circular plate
图 10 圆形薄板问题误差收敛率: (a) p= 3; (b) p= 4






论了 NURBS基函数的构造和特点, 将几何精确 NURBS 有限元法应用到薄梁板问题,提出采用罚函数法
快速有效地施加挠度和转角边界条件, 并详细研究了该方法在典型梁板问题求解中的收敛特性。数值结
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图 11 圆形薄板问题 x 方向曲率对比: (a)准确解; (b) NURBS数值解
Fig. 11 Comparison of the x curvature solutions for circular plate problem:




[ 1] Zienkiewicz OC, T aylor R L, Zhu J Z. T he Finite Element Method: Its Basis & Fundamentals (6thEdition) [ M] . Oxford, MA: Butter
worth & Heinemann, 2005.
[ 2] Hughes T J R, Cottrel l J A, Bazilevs Y. Isogeometric analysis: CAD, finite elements, NURBS, exact geometry and mesh refinement
[ J] . Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 2005, 194: 4135- 4195.
[ 3] Chen J S, Wang H P. New boundary condition treatment in meshless computation of contact problems[ J] . Computer Methods in Appl ied
Mechanics and Engineer ing, 2000, 187: 441- 468.
[ 4] Wang H P, Wang D. Efficient meshfree computation with fast treatment of essential boundary conditions for industrial applications [ J] .
ASCE Journal of Engineer ing Mechanics, 2009, 135: 1147- 1154.
[ 5] Wang D, Xuan J. An improved NURBS based isogeometric analysis with enhanced treatment of essential boundary conditions [ J] . Com
puter Methods in Applied Mechanics and Engineer ing, 2010, 199: 2425- 2436.
[ 6] 孙家广, 胡事民.计算机图形学基础教程[ M] .北京: 清华大学出版社, 2005.
[ 7] T imoshenko S P, Woinowsky Krieger S. Theory of Plates and Shells (2nd edition) [ M] . New York: McGraw Hill, 1959.
477第 4期 张汉杰,等:薄梁板结构 NU RBS几何精确有限元分析
